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Résumé 
 
Dans le présent travail, les plaques composites à base de fibres sans endommagement, sous l’effet de choc à 
petites vitesses sont numériquement étudiées par la méthode des éléments finis. Les éléments de Lagrange à 
9-nœuds et la théorie des plaques de Mindlin qui tient compte de l’effet du cisaillement transversal sont 
utilisés dans la formulation. L’algorithme de Newmark est utilisé pour la résolution des deux équations 
dynamiques régissant le mouvement de la plaque et du projectile. Dans le présent travail, la force de contact 
et la déflection maximale, due à la force de contact appliquée au centre de la plaque, sont calculées durant la 
phase de chargement et de déchargement, et ce en fonction de plusieurs paramètres tels que: la vitesse du 
projectile, les conditions aux limites (encastrement ou appuis simples) ainsi que les séquences 
d’empilements. Les résultats numériques sont obtenus par le biais d’un programme en éléments finis 
développé par nos soins. De ces premiers résultats, en tire les conclusions les suivantes : (i) La force de 
contact augmente avec l’augmentation de la vitesse de contact, (ii) Une légère différence est remarquée entre 
les deux conditions aux limites utilisées, (iii)  la force de contact augmente avec l’augmentation du 
pourcentage des fibres orientées à 90°. Dans la deuxième partie de ce travail de recherche une étude de  
l’analyse dynamique des contraintes est réalisée. Les contraintes dynamiques normales et de cisaillements 
sont calculées aux points de Gauss et à différentes interfaces. Par suite, les critères de rupture appropriés sont 
appliqués afin de prédire l’initiation ainsi que la propagation de l’endommagement et ce pour plusieurs 
séquences d’empilements. (Fissuration de la matrice et de délaminage).  
 
Abstract 
 
In this investigation, the fiber-reinforced composite plates subjected to low velocity impact are studied by the 
use of finite element analysis (FE). To analyze the response of the plate, the FE approach based on the 9-
node Lagrangian element is used. Mindlin’s plate theory tacking into account of the transverse shear stress is 
developed. Newmark time integration algorithm is used for solving the time dependent coupled differential 
equations of the plate and the impactor. The contact force is calculated in conjunction with the loading and 
unloading processes. The time history of the impact process such as the acceleration, velocity of impactor 
and the target fiber-reinforced composite plate deflection due to an impact force acting at the center has been 
calculated. The dynamic stress analysis is carried out by the use of a constitutive equation of composite 
laminates without damage. A parametric analysis shows that the increase in the percentage of the 90° plies 
increases the contact force meaning a reduction in the rigidity of the laminate. Stresses are calculated at nine 
Gaussian points of each element of each interface and then averaged. At first, threshold velocities are 
evaluated for different stacking sequence to predict matrix crack initiation. Then, the impact induces damage 
at higher impact velocity including matrix cracking is predicted by the appropriate failure criteria. Different 
stacking sequences are considered for this purpose. 
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1      Introduction
 
Les structures composites en particulier les plaques composites sont utilisées dans différentes 
constructions (Aérospatiale, Navale, Automobile). Les plaques composites à base de fibres sont 
très sensibles au choc à petites vitesses qui peuvent causés des endommagements comme, 
fissuration de la matrice, rupture des fibres et délaminage [1,2,3,4,5]. La réponse dynamique des 
structures composites soumises à une charge dynamique a été étudiée.  Les résultats sont comparés 
aux résultats analytiques, numériques [1,2] et expérimentaux [5,6]. Théoriquement, plusieurs 
travaux de recherche traitant le comportement des plaques composites sous l’effet de choc à petites 
vitesses ont été rapportés. Les résultats de ces travaux sont comparés aux résultats expérimentaux 
avec l’utilisation de différents types de machines de choc. Le modèle analytique présenté par 
Pierson et Vaziri [7] basé sur les effets combinés de la déformation de cisaillement,  inertie et loi de 
contact nonlineaire de Hertz avec l’objectif d’étudier la réponse au choc des plaques simplement 
appuyées. C. T. Sun a appliqué la loi de contact de Hertz modifiée dans l’analyse de la réponse 
dynamique des plaques composites [4]. Tan et Sun () ont développé un programme en éléments 
finis pour étudier la réponse des plaques composites au choc, les résultats obtenus sont validés par 
l’utilisation d’un pendule à petites vitesses [9]. Ik Hyeon Choi et Cheol Ho Lim ont proposé une loi 
de contact linéaire pour étudier les plaques composites  et par la suite ils ont validés leurs résultats 
par des travaux utilisant la loi modifiée de Hertz [10]. 
Dans le présent travail, la théorie des plaques composites et la loi de contact de Hertz ont été 
formulées pour décrire le comportement des plaques composites soumises à un contact au milieu de 
la plaque par un projectile sphérique supposé rigide. Une étude paramétrique a été faite via le 
changement de la vitesse du projectile, séquence d’empilement et la valeur de la constante K. Les 
structures composites sont supposées saines durant le choc. 
 
2      Relations Constitutives 
 
La réponse dynamique des plaques composites au choc est étudiée en utilisant les hypothèses de 
base suivantes: 
1. Le frottement entre le projectile et la plaque est négligé 
2. L’effet de l’amortissement sur la cible est négligé; 
3. Le projectile est supposé un corps rigide. 
 
En utilisant la résultante des forces (membrane, flexion, cisaillement) ( ) N,N,N xyyx  ( )yx Q,Q  et des 
moments ( )xyyx M,M,M   , l’équation constitutive est écrite sous la forme suivante: 
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Avec  et [ ] [ ] [ ]D,B,A [ ]F  sont les matrices de rigidité respectivement en membrane, de couplage  
(bending-stretching), en flexion  et en cisaillement de la plaque considérée.           
 
 
3      Equations de mouvement 
 
En négligeant l’effet de l’amortissement, l’équation dynamique de la plaque est régie par 
l’équation suivante: 
 [ ]{ } [ ]{ } { }FuK  uM =+&&                                                       (2) 
 
Avec , [ est { } { }0000 ,.....,F,........,,,F c= ]M [ ]K sont respectivement, la matrice masse et la matrice de 
rigidité.  u et  sont respectivement, le vecteur de déplacement et de  l’accélération. F est la 
force extérieure équivalente. L’équation dynamique du projectile est donnée par : 
u&&
 
cii Fwm −=&&                                                             (3) 
 
Avec mi  est la masse du projectile. Fc est la force de contact entre la plaque et le projectile 
appliquée au milieu de la plaque. Dans ce qui suit le contact est considéré entre une boule 
isotropique est une plaque composite de N plis d’orientation différentes. Les Figures 1 et 2 
décrivent  la procédure d’impact de deux structures (La boule est la plaque composite). 
 
 
4      Force de contact 
 
La force de contact entre le projectile et la plaque peut être calculé en utilisant la loi modifiée de 
Hertz proposé par Tan and Sun [9]: 
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Avec q, β  sont des constantes expérimentales, k la constante de contact de Hertz. Les coefficients  
Fm et mα signifies, respectivement, La force de contact maximale durant la phase de chargement, et 
la profondeur maximale causée par Fm, avant la phase de déchargement, 0α  est la profondeur 
permanente. La déformation α  (the indentation depth), est définie comme étant la différence entre 
le déplacement du projectile est celui de la plaque composite, elle est donnée par : 
 ( ) )()( twtwt si −=α                                                              (6) 
   
  sont le déplacement du projectile et le déplacement d’un point de la surface 
moyenne de la plaque. La procédure de résolution des équations de la plaque et du projectile est 
obtenue par l’algorithme de Newmark et le procédé itératif de Newton-Raphson. 
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5   Implémentation numérique, applications et discussions  
 
L’analyse par la méthode des éléments finis basée sur les éléments de Lagrange à 9-nœuds a été 
utilisée pour l’étude de la réponse dynamique de la plaque composite soumise à l’effet de choc à 
petites vitesses. Les résultats numériques sont obtenus par le biais d’un programme en éléments 
finis développé par nos soins. La séquence d’empilement utilisée dans notre cas est [90/45/90/-
45/90]2s. Les fibres sont faites en carbone et censées être continues. L’épaisseur de chaque pli est  
1.35 x10-4 m. Les propriétés du composite utilisé  sont ceux du composite Carbon-Epoxyde:  
23
121221 mm60120ba, 1582 Kg/m  ρ 5.5 GPa ,0.3  ,  GGPa , ν 7.9  E120 GPa  ,E ×=×===== . Les 
paramètres du projectile sont: . Les 
paramètres utilisés  dans la loi de contact sont: . Deux 
conditions aux limites ont été étudiées dans le présent travail, i.e. appuis simples et encastrement. 
3
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3 7800Kg/m .3  ,  ρν207 GPa    E m    ,   x107.12r ==== −
mcrq
4107.1,094.0,2 −×===       β
 
Afin d’évaluer les effets de la vitesse du projectile sur le comportement dynamique des plaques 
composites saines, la force de contact et le déplacement de la plaque supposée encastrée sont 
calculés à des vitesses (2.92, 1.86 et 0.86 m/s). D’après les figures 3 et 4, la force de contact et le 
déplacement du point considéré de la plaque sont proportionnels à la vitesse du projectile durant la 
phase de chargement et de déchargement. Dans le présent travail, uniquement le premier contact est 
considéré.   
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Fig.4. Central deflection of clamped plate
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Vp=2.92m/s
Vp=1.86m/s
Vp=0.86m/s
Fig.3. Variation de la force de contact d’une plaque encastrée Fig.4. Déplacement transversal du point de contact 
 
 
L’effet du rayon du projectile sur le comportement dynamique des plaques composites est étudié 
dans le présent travail. Deux rayons du projectile  8mm et 12.7mm sont considérés, avec une 
vitesse de contact de 1.86 m/s et la même séquence d’empilement.  
D’après la figure 5 la force de contact commence par une petite variation et se termine par une 
grande variation durant la phase de déchargement. A partir de cette figure nous pouvons dire que la 
force de contact augmente avec l’augmentation du rayon du projectile.  
 
Dans ce qui suit deux types de conditions aux limites sont considérés, encastrement et appuis 
simples des quatre cotes de la plaque de séquence d’empilement [02/903/02]. Les caractéristiques du 
matériau composite et les paramètres du projectile sont les mêmes utilisées précédement.  
D’après la figure 7, une variation légère est remarquée sur les deux courbes de force de contact 
d’une plaque avec les deux types de conditions aux limites à une vitesse du projectile de 1.86 m/s. 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dans ce qui suit, on considère un stratifié de séquences d’empilement [ ]0/90/0 2   de dimensions                          
et de caractéristiques  mécaniques: 
 
 E
Les caractéristiques du projectile sont: 
 
L'objectif est de calculer les contraintes sur la surface  supérieure du premier lamina et à l'interface 
entre les laminas 3 et  4 à un point juste en-dessous du point de contact, ainsi que sur le plan 
moyen. Les résultats obtenus  sont tracés et montrés sur les figures suivantes.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.  Prediction de l’endomagement 
Une fois les contraintes dynamiques, normales et de cisaillements  calculées aux points de Gauss 
et à différentes interfaces (figures 7,8 et 9) via le modèle numérique développé, les critères de 
rupture (Fissuration de la matrice et de délaminage), appropriés sont utilisés afin de prédire 
l’initiation ainsi que la propagation de l’endommagement et ce pour plusieurs séquences 
d’empilements.  
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Fig.16. Stress distribution at the last lamina
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Fig.17. Stress distribution at the upper surface of the third lamina
sigma1
sigma2
tau12
tau13
tau23
Fig.9. Variation des contraintes à la surface supérieure du troisième pli 
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Fig.7. Contact force of clamped and simply supported plate
clamped plate
simply supported plate
 0
 0.1
 0.2
 0.3
 0.4
 0.5
 0.6
 0.7
 0.8
 0  100  200  300  400  500  600
C
on
ta
ct
 fo
rc
e 
(K
N
)
Time(1e-6s)
Fig.5. Contact force of clamped plate
R=8mm
12.7mm
Fig.6. Variation de la force de contact en fonction des conditions     
aux limites Fig.5. Variation de la force de contact d’une plaque encastrée  
 
Le critère de la fissuration de la matrice est donné par  l’équation suivante: 
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Le critère de délaminage est donnée par: 
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Avec Da est une constante à déterminer expérimentalement.  
 
7 Conclusion 
 
Les plaques composites soumises au choc à petites vitesses ont été analysées par l’utilisation de 
la méthode des éléments finis. La force de contact et le déplacement de la plaque avec plusieurs 
paramètres ont été étudiés. A partir des résultats numériques trouvés, on peut tirer les conclusions 
suivantes : (i) La force de contact augmente avec l’augmentation de la vitesse de contact et du 
rayon du projectile ayant une forme sphérique, (ii) Une petite différence a été remarqué entre les 
deux conditions aux limites utilisées, (iii) Pour les deux matériaux composites de séquences 
([04/902/04] et [03/904/03] ), il est numériquement observé une faible déviation concernant aussi bien 
la force de contact que la déflection maximale. Après le calcul des contraintes au niveau des plis et 
des interfaces, les critères de la fissuration ont été utilisés pour prédire l’initiation de la fissuration 
de la matrice et le délaminage des plaques composites sous l’effet de choc à petites vitesses.   
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